Travelling Fronts in Cylinders and Their Stability by Bebernes, Jerrold W. et al.
Wright State University 
CORE Scholar 
Mathematics and Statistics Faculty 
Publications Mathematics and Statistics 
1997 
Travelling Fronts in Cylinders and Their Stability 
Jerrold W. Bebernes 
Comgming Li 
Yi Li 
Wright State University - Main Campus, yi.li@csun.edu 
Follow this and additional works at: https://corescholar.libraries.wright.edu/math 
 Part of the Applied Mathematics Commons, Applied Statistics Commons, and the Mathematics 
Commons 
Repository Citation 
Bebernes, J. W., Li, C., & Li, Y. (1997). Travelling Fronts in Cylinders and Their Stability. The Rocky 
Mountain Journal of Mathematics, 27 (1), 123-150. 
https://corescholar.libraries.wright.edu/math/126 
This Article is brought to you for free and open access by the Mathematics and Statistics department at CORE 
Scholar. It has been accepted for inclusion in Mathematics and Statistics Faculty Publications by an authorized 
administrator of CORE Scholar. For more information, please contact library-corescholar@wright.edu. 
  	

 	  		

      !!
  	
   
     
   	
 	  	  
   	
    
  
  
      	
	   	


   
	 		
 	
          
              	   	
	                      	
   	    	
         	
!  	 	     	   
  "   #	 	 	 	    


 	  	
   	 
	 	 
  	 $	 		 !  	  
   	 		
    	  

  	   %&  	
	   	  ' 
	

  	   	
 
 		 	


   	
  	

  (	

  	

       %
  	    " 	     
 % 
  
  	 	
 	 	  	

  
	      !  	 	
 	   
' ' 	 	
  	

  	 		
 	  	 			 
	     	

	 
	   ) (  	 	   
* +,  - .  	 +,  / 0* 	 1 2
	  	 + ,  3 4
  	
 +     !  " 
 # " #  ,     
 
	  	

 
(  	   2	 	 5
    	 	 (  

 	  
        !  ""#
$ % & '& ((  	
) 
*"+ ,-./
$  & '& ((  	
) 
*"+0 ++ & & 1 2
3&    )&3 '&
$  & '& ((  	
) 
*"--# +#
"#$% & !!  &'#  ( ( %( &) ) 
"6
"7   	
   	  
	8  
 9
""
 

  
    %      
  	      
     %   "
    "  
/ 0* 	 1 2 	   8 	 
 	 "" 	  	
:	       
 	   	 ;  ' 	  	
	  	

   ""  
 $%%&  +  <6 <7,       + ", 	

	    "    "    "   
	       "  
  
     
 
 		  	 ""   	  
  
 	
 
 
  
 
 
 		          

	
  
    	

  
  
  		    		 
	    

	    	        	
  	
 	    "            "  

   		 
  	 ""          

 
 	  		&  
  
        %   	
 	 

  

	
   	        	
  	
 	    "             " 
  	  
   		 
  	 ""  
	             

	
  
  
	
     
  

      		 
   

 "" 3	

  	 	 +, 	

  	
 
  	    (        

  	
;	 	        	 
 	  
 ! 	
	  	   	 	  	

	

    2 	
 	 ;	 	     
  ;	 	      	 ;	     
	

 
 	 
	8 	  	 	

 '	
 	 

$4	 )	$
 	 	
 "<
3   	    
  ""  ;	 	
     	 	  / 0* 	 1 2  + 
 <<, !  	  	 	
   	 
    
'	
 	 
   	
 	
  	 
	
5	
 
	  ( " 	 7  	
 	 	

 

 
   
  
 	  '	
 	 
 (

 
    	 
   =>  		
 
	  
 	
 ( 	 
 	  	 	 
	 '	
 	 
 	 	

3  +,   	
	    
  "" 	
 ? 	     	  		

 
(  	
 	 	  	
 
9
"
 

  
     %       
  	      
     %   "
    "  
  	
	 	   	 	
;" 
     
       	    
	 
   
 	  
        	
%   % 
    
;      + ",      " 	   
 "     1  9 		   
%'  3 		   "  	  	 '	

 	
    '     	     	
@  
     
     
A
	
  	 '	

 	 % 
@ 
 "     
   
3 	 
 	    	   	
%'   . 	  B    B  8  
 
     =
	: 	>  " 	 B  
"6

   B     
  	     
"C   	
   	  
D 8 	 
   '  '	
 	

  " ! 	
	    ' 
	   '	
 	 
  (  
 
 	     ! ( "   	
	 	
    	
	   '	
 	

 ( 7 	  	
  '	
 	 	



0	  ( 6 
  	 	 '	
 	 
 
     "      
  	
  


	  

    	
  '	
 	


;6  "  
.   	   		     "     
( 3 	 	  '  '	
 	 

          	
   	    
E 
   	
;7        + ", 	 	'      
   " 	    
 $%%&    ;" ;7  
   

     "   	  		 
  
       
   		 
  	 "   	 

  



	
     		 	
 
  
 		 
	
 		 
  	 " 	
 
  
    	 
 
 $%%&      	 	 ;" ;6     
  	  		 	 "    
  

  
 	  		  
  
      
  %  
	
 	 
 
2'  

  	   '  '	
 	 
5

$4	 )	$
 	 	
 "F
 $%%&      
  
"7


  

    
 
 " 	 	   		  	   
@ 
   " 
  



  

      " 	 	 
 		   	  % @
    
    " 
   " 	 	  
	  		  
! +,  

 
   	 	  

 " 	 
 $%%&  + ( 6",    		  	 " 
	     
     	
         
  
  
    



  

    
   		  	 "  	  %  

 "   	
  "     "   %  ""     
   




  

    
;  	 
  ( 0  	 	
  
 '  
 "  	
 	
(()*        



  

   
  
 " 	 	 		
   "   



  

       "
	 	 		
         	    "    "
	 	 		

 " (    	 

	 	 	
 
  	          "  	     	


  

     ( 3 	  +,   '
 
  ""  	

 
 Æ
 
	
"G   	
   	  
.	

     	
  '	
 	 	

 

 ;  

 		
 	
"<
 

         
  	       
   
 $%%&    ;" ;     
   "  


  

      "<   
 
	 
  
 	   	       	
	
          	
 	    "   
         
   
  	 	  
        	
     
"C   % 

%    % 
   % 

%     "  
 

    

   % 

%  
%    % 

%    " % 
 
! 

 	 " 76 	
  
 	 	   

 "6 !	
 "C  	   58
   
		 	   	

  ! 	
	   	
 	
     
  "  '	 	    


 "7 !


  

       	 		
 	


 	  	   
 		  	  



 "< ( 	
   	   		
    " 
 	  +,
( 	  	: 	 

 ! A    	  
( 6 	 ;

	 " ! A 6 (  	 ( "
	 &  	  	 	  	
  
  
  +    , A 7    
	
  '	
 	 	

 
$4	 )	$
 	 	
 "H
  %+,%% %,(, !     ( 6 	
 

	
!
		 	 	
 6
!
  	 	
 6 3 	   	 
  " 
	8 @    
      	      	 	
 
 	 	  
" 

 


       
  
2 

 "      	 	     
  



 

 
  
	
%



  

    
   "7



 

 
  
	




  

   
 
/ ;" 
 	 
  
 
!         	
6          % 
   
  	     		
  
 		    
1   	    "6  !      
 
	   " !  	   	9
7   "    	     
	
< "   
 
 "
  
% 
"

% "     "  
2    
	  	
7 % 
"         , 
"6   	
   	  
 "   	      	   
 
( " 	8
C "   
  
 "
  
% 
"

 

7
"      ,
0    	 
  C  
  
  ( 	'

 	  / 	 
	 
 	
" 



 
"  

       , 
  	 	  7 -	   ( 6  
!
    	 	
 6 1     "     ( 
	8    	8  (  	  -	   	 
   	  ( 6  
;

	 "  	    ( 6 	 ( 0
 +,%% -%%,, ) &* ..%%, /
%+.%)( %)* ,(,    ( " 	  	
	
	 ;" ;6   
%&&)   
   
  
 	 	  		
	 "    
        %    	
 	   


	
   
            
!
		 1 
  	 
  	 @      (5
 6  +,  	  '  
   "     	
6"

    
   
     "    
   	 
    
 
 
   
    
(  ( 7"  +,  	  

 	
$4	 )	$
 	 	
 "6"
'	9
6 

     
    % #
   	      
    
    % #
   	      

     
     % 	 % #
   	      
    
     % 
 % #
   	      
66

"      	
   % #
   	    % 
    

   % #
   	    %
    	  	     I
( 	 '	 
 	    ( F" 
+, 	  	
    1	 6"
 $%%&   	 	 ;" ;6 	      

    	  		 	 "  
  	
		 	 " 	
 
  

!
		 0 1	 6"  	         	 ( 6

 	      
67



  

    
( ;" 	  
 	 
   (   	 

        2    	 	 " 	 	

 
    
  

1  	         "6  
   	  " ; Æ   $  +       	
6<
 "   %  ""  %     

 Æ    + Æ,
6C    % "      
 Æ    
   
"6   	
   	  
6F

$   $  % Æ
     
  $
 %  
Æ    " 
   "
     
 
2 	        	 
 	* $   	 
          	
   '  $  
	 Æ   	 6F
@8 "      %     
2 	



"    "      
	


 
"         

  +    , 
(   	     	     
  %   "  Æ      
	
"     	 "
       +    , 
1
6G "    J  
     % 

6H J   
 

    
    
      
 	  
1         "
     K  	 	
  
 
   
  	        	  
   " 
"   
 
 "
  
%  
 % "  "
  
$4	 )	$
 	 	
 "66
	
6"    
 
 
  
% 
J
J
%   
  
  
6""
   
J
J
  
 
 J
  
%   
 % "  

  
   "

       
 .      
    	
"    
!  	  * 	  
6" 

 
    
(       	 8
I  I  

 	
6"6
I  I  
  
    
 I    
;   	 	   	         
I  I   
I  I  
. 6"  
I  I
I  I  
 	 6"" 	 6"6 (  	  	   
 "       A 	'	
 
 
 	 "
  
"67   	
   	  
2 
    	

   	       
D
     ; 	  	' 
 

       	  	

  ! 	
	 
"    %  
 "    

 " 
Æ

     
(  '  $     	
"    %  
 "  Æ      
	         
         $ 3 
	 	 	
 
	 
           $
  %    	  	 	    	



( 
    ( 6"

 6" ( 6" 
    "    
     ( 6   '   !  
	 	
( 6" 
 ( 
2'  

  	   ( "  

   
	
 
1   	     	   ", 
 +%  " 	 
   	   
$  .  	
0.,    		 ;" ;7 	
  $ 
 "7 
    	  		 
  	 "
  
             
(   - 6" 

      +, 
 
 8	 ( 
  	  $   

   
  8 
    % %
	  
 %
$4	 )	$
 	 	
 "6<
0.,     		 ;" ;7  
 
  $      
   	
  	  		 
 
	 "  
   

	
   	
!
		 	 !
			 6 .   	 
 	  0
	
	 	
      	 	 	 	'   
Æ   8' Æ   " A
	     ( 6 
	 
 	 
   (  
   	 	 
  
 ( 	  	 <<H  +, 	
    
    
  
  8	    +, 

	  &  	'  
     
  	 	
  		 

 	
 
 	  ' 	  $     	 
  
  	 
 
  
 

  
     %       
  	      
    !  
 Æ 
 %   ! 
 "
     
 
   !  	   	  !      ! 	 ;7

 	 !    	 !  " (   	 
  "
1   
      
   
 0 " 	 ;7  	
   
  
 
  

 
	 
   
 
  

 

 
  
 
   I  


    	
6"7 I   I



 
"6C   	
   	  
	 	         	
6"< I   I 
 
2 	      	      	     	
" 	  	* 	     / 
	 
6 	 <  	
    
 
  
%         
(  	
    
 
  
% Æ       
	 
6"C I    I

 % Æ
I       
2  Æ  	 Æ   7
# "
6"F
 

I 
 I



 I     
. 6"<   
    
 	
  6"F
A         $   '     	
   
  
 
  
      
	 
I    I

       
 

I    I       
@8       ,  I


    I   	


  
 
$4	 )	$
 	 	
 "6F
2     3  	      !  	   
( 6"C 	  8   
 	
 

I   I 
    ,  
I   I

 % 'Æ
I  
	 
I    I


%
'Æ
 
I  
3 	 	         	
I 

   
'Æ
 
	
I 
 

I     ,
 	  8   	  
	   .
6"F  	  IÆ 


    Æ 	
IÆ  
 I  

IÆ     
2   	 	 
 	     "   
 	
6"G    
 Æ
    
	 	*  
 	 $   
  	
   
 Æ
    
  	    	 '	

 	   #'	

	     	 %  	    ;6 	 (
0 (    - 6  

0.,  # "   		 
   
  

! A H"  +, / 0* 	 1 2  
'  
   	     / 
 	     - 66  	 	
"6G   	
   	  
!
		 	 	
 " - 6  	 
   	 '5
	
 	 	

  ( 6"  	  
  

 " 	  
 - 66 
 	 
  

 3
(  	 	 	 
  "  
  
 	 	
'	

 	   ( "  
 )1(* !    

  	   ( 7  
 	
  	
  	

   '	

	 	     /    ( 7 	 	
  
K  	  ( 7  	  "    (5
 6 	  ( 6" 
 	  '	
 	 
5
   1  	 	 
     	

 
 '	
 	 
7"
 

   
    %  
     
    %  "
    "   
   
  	  
  	
  	 	 	
 " 
  " (  	 	  
      	

    	
   
 
      7
"      
 
      76
     
.



  

      	 
   3   
     	
77  
 

   		   
 
	 
7<

 % %  (   %% ( 
 %
(
 "  % %  "  (   "  %  ( 
 %
(
 % ( %% (  + ",
$4	 )	$
 	 	
 "6H
0 	
 	
   		
  	 	 	   

 "     1 Æ     	
  
  
"

   +"  Æ ",7C
	
  



G
   + Æ,7F

7G   






7

"
<
 %

7 % <
7


3 	 	
	    5  	 	 	
7H 

   " 

Æ
"
	 
 " 
Æ
6

1   "  	
7"  

Æ

    
	  8    	
7""
)  
 	 	 
 
  
  
  

"
7



7
 



7

  
Æ
6

.    	 
 
 
7"
 
 
       
 8 

7"6    
  +"    
   
,
"7   	
   	  
	
7"7 *  *
   *  
 

7"< *  	'

 % Æ
)


7G
Æ

	

( 

7"C
      % 

% * 
%   % 

% *   "   
    % 

   "   
	
7"F    	'  
%&&)     		 	 7"
!
		 A   	 
  7" 	       
 
   *      	     2 

+"   "  "   " 	 ,     % 


# " , % *       !  	  	
  

   

 % 

    "    
   "  Æ6
 

" 
Æ
6
	
  " 
Æ
6
 "  Æ  7H
(  	
 % 

   
  % 

   

%

    "
%   % 

    "   

 " 

" 

 
   7< 	 7C

 
   
 "     7"G
 6Æ" 

  
 

 7     7
$4	 )	$
 	 	
 "7"
   % 

% *  	' %   % 

     % 

 
7G 7"" 	 6Æ"  
 
 "7  7H
D   	   	
  7"6 	
 
 
     % 
 %    7
     (  	
+  * 

 
  
   % 

% *  %
 
  
  % 

% * 
	
%    %  

    

 
 
 
	

  
"
7
 %
"
7
  
#    
 , % *       !    	
      % 

 % *   )   	 ,    *   / 
 7"6  	
   
   
   
 	
7"H
     
       




  
	




7
  
 7G 7"" 	 	   	
7
  %  

     
 "  

"  

 

% 		
 

 "  

 % 

 
  

% 
 

  % 
 
"7   	
   	  
(   	
+  * 

 
  
   % 

% *  %
 
  
  % 

% * 
	
%    %  

    

 
 
 
	

 * 
 
  
   % 

% * 
%    %  

    

 
 
 
	



 )* % 

 % 

 

   7"<
# 6 , % *         (  7" 	 7F  	
   % 

    "   
 

 % 

    " 
 

  
 Æ
	
  % 

    "    
 

G
	 	  7"G  	
  %  

     
 "  

 % 

G

 
  
 % 
G



  
  
 
% 
G

7"

 
G % 
G
 
7
   Æ
 
	 	  
  
   	 Æ
(  7"H  	 	
+  * 

 
  
   % 

% *  %
 
  
  % 

% * 
	
%    %  

    

 
 
 
	




7
  


7

 
$4	 )	$
 	 	
 "76
  	   	 

2' 
 -   *   *
   -   	   	 
1
I      % 

% - 
%   % 

% -   " % 
   % 

   " % 
	
I   " I % 
   	'*

 " 
 * 

 (  	
%&&)   I   
 		 	 7"
!
		 3     1	 7"  
   * 
       	 I   "  "  	 
  7"
# " , % -     "   !  	  	

  

   
  "  Æ6
I   % 

    "  
  "  "  Æ6
A
	  7"G  	  7< 	 7C 	
  %  

   
I
  % 

   

 % 

    "
%   % 

    "  
I
  "  

"  

 
 % 
  
   
 "   % 


"  "  

   
 




"  "  

 




 7
"77   	
   	  
  

 % *
  %  
    8  
2
+I 
"
7
 %
 
 
  
"
7
     
#    
 , % -       !   		  	
      % 

% -   )   A
	  7  	
 % 

  
I   " 

" 

 
   		
 
  "  

  
  
      
  
    
 
   % 
 
	    
  "   	
 
 
    
    
 
( 
+I  -

 
  
   % 

% -  %
 
  
  % 

% - 
	
%    %  

  
I %

 
 
 
	
 -
 
  
   % 

% -  %   
%    
I %

 
 
 
	
 )*    

   
 
   7"<
# 6 , % -         ( ,      - 
 " % *
  
   
 	   
  	  
7"H 
 
 
  


7

$4	 )	$
 	 	
 "7<
A
	  7"  	
  %  

   
I   "  

  

G
  
   
    
G
  


  
 
% 
G


  
7
	  ( 
+I   


7
 %


7
  
3   	    

 	

   ( 7
%&&)  "   	'     "    	'* * %
"   
Æ  
            
 	
        
     %      
!
		 A    	        
   *
	  
    	
   ,
A   * 7 	 76 

   	'  
 	'    % * % 
  % *  "   
 	'    % * % 
  % *  "  
 

 	' 
    
 
 
(  	' 
  		
 	     
        8  
"7C   	
   	  
2'  

  I   	      
%&&)  	
   
  
 "  	 	
 
 
	 .     I .    	
    
  
 I % .    
!
		 3 	       +  ,     
.      	 	 I   /  
  
* 	 I   "  +  , 
A I       

 	 	    +  , 0
    % *
  	  7 	 76 	
I      % 

% - %   % 

% -  " % 
 "  
   
 % "  
  
   "
% 
   

 "  
  
  % 
   
 "  
  
  % 
   
. 7G 	 7""  	
 % 
 



7
% 
 
<

7


<


"C
 


 
 	 I   "  +  ,  	

  
	 	 
I   "  +  ,  +.
  .   ( 	' 
  		
 	 
 	   
	
!
		 	 	
 7 . 1	 76 	 77    
  
 "
 	        	 8  .   	
    	
7   %    
   
 I % .    
$4	 )	$
 	 	
 "7F
A   	     	  7 	 7"6 	
  %     	'   %   
   %   
       % 

% * 
%   %  % 

% *   "
    %   
       % 

  %   %  % 

 
  "  
 
	
I  %   % .   " I  %   % . % 

   %   % . % 
    % 

% . %  % *% . %  
%   % 

% . %  % *% . %    "
%    % . % 

    % 

% . %  
%   % 

% . %    "
% 
 

    % 

% . %  
%   % 

% . %    "
% 
 
( ( 7       

. % 
L#.#L#2;#A
    & 5) 6  	
  	 

	
       	
  

  	  &  7 ",#8 # +"
  	
  	

 
  	 

  & 7&8  7 ",/8 .# #/
    &  &    	
  
	
 
 
 ((
 5 9  &:&33 &  	6  

  	 
!   	 
  "

    	

7 
&9 8 &3 99  ""0
"7G   	
   	  
 5 9 &  & " 
  	   


   # 
 $      6' & 
7 "/"8  + +0
   

   $  6;& < 
((&&
	 5 9  & & <=  	
  
 
	
   $    &&3  &3    
7 ""08 .. +"

 5 9  & &   >?: %  

   	 $  <&   

  &&3  &3
  	 7 "" 8 ",   ,
 5 9  	3&9 &  
  # 
	
 
	
 
   
	 
 
   & &3   7 "/#8
 -0,  -+-
  5 9 &  	6 % 	 
  
	

 
  	
   
  "

 & 73;
&    8 7<5 &'@ &  A 8 &; <
	' 9  ""0
      
	
  
 	
    


 ) < ((3 & 	 533& 7 "" 8 . + 
   '     
   
  3 

&3 &  7 "" 8  .,
   "
    () 	   " 


 7    2 & <8 7 ;  &3 8 
 	;&3

( <&  "" 
    
  
   5 <&B <& 
&
 7 ""-8 +", #,-
   &; *  
	
   + 	   
 #
 ; ; & 
  7 "/.8   "0
   & &   533& ,
 
	
   	

	
 # 	 	 
   :&3 >& 	 7 ",/8
-!! -,.
 	 < )2  

    	
 


 
	  ;&;& 
 
(6=43&6  ","
 
 < )2 &       
	
   	


   
	
  &&3  &3  7 ",,8 .## .! 
   )3  
   
   	
 	 

  <&   7 "/#8 !." !,#
  +  
  &((&
   & -.
  	
  # 
	
  
 	 	    :&3 >&   7 "/!8 .## .,#
 
 5@  #
  
    	 

   
 ((
    &  	&&  $    
 
	     &&3  &3   7 "!.8 #/ " 
$4	 )	$
 	 	
 "7H
  &  C&3 %!  
	   *	   	

	  	
  & 
  7 "!-8 -+# -//
  ' 
 
 
	
  


  	
 
  	
 
  &93 9& 	&9   7 "!.8 .!, .!,
 	 C3;6  <9 & 	
 <9 /-	  0/	
  	
  

   	/  1  
  1 	
1 	 7?3 9'96  18 
B &&3 
 33 1B B& D& '   7 ".,8  -!E 63 &3&F %	
  	
 	 # #   	    
 
      
  	 
 

  

 


7 <3B 8 &; <  "//
	     
  
	
  	  
	
  		 
 ;; <&&3 :&3 >&   7 "" 8
#/# ! #

   '  
 
	
   	)	 	 9 &  
	 7 "".8 #,# #/"
 5 C& "   2#    	  + 

) 
	 ;; < ((3 & 
 7 ",#8 .-. .. 
  "   2#    	  + 

) 
	  ;; < ((3 &  7 ",!8 ##. ##+
    >?: %   
   	 $  <&
   
  &&3  &3   	 7 ""-8   "
  *   #
  
	
   

  

 	
   :&3 >&  
 7 ""+8 -!- -"#
   >?: &  $;&  
 
   #

	 
   	
  	3& &3  7 ""+8  .,  #+
   >?:  $;& & 4 43( 3 
   
 
   #
 # 
    



((
   46&  
    
	
  
 

 	
   
   :&3 >&   7 "".8
  "  #-
   #
   	
 	
  

 ;; <&&3 :&3 >&  
 7 "".8 #0#
	  43G( '    #
 
   
	
 7;;  (&( 	 !  C3;6 <'9 & <98
 ,&3& 
)4
 * #)
   	
   
74 3  &3 8 9& 	&9 '  "//

  5 
	
   	
  ;&3 < &

 639&  "/.
  43( & 4 43( "
      
6
   
	  # 
	
   	
 $ ' &

  7 "/"8E 63 &3&F $& ' & 
  7 ""08 #"  0/
  -.
  
   #
   )
&
 
     


 	9 	&9& 7 "/"8  #!  . 
"<   	
   	  
    #
    


 & 2  
2 ;&3 < 639& 7 ""08 +"
   A3 &  )&9=C&;9 "    
 $ & <;& 1

  7 "./8E 63 &3&F  
 
	 
  

  

 

 7 <3B 8 &; <
	' 9  "//
  	
     
  	
     

  	
   	
